O PROBLEMA ... MAI MULTE SOLUTII
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Vom prezenta cateva tehnici de lucru pentru a determina un parametru astfel incat doua
ecuatii,dintre care cel putin una este de grad superior, sa admita cel putin o radacind comuna.

1. Sa& se determine parametrul real a pentru care ecuatiile
X2 +X +a =0 si X3 —aX - 3 =0 au o raddcind comuna.

Metoda 1. (Algoritmul lui Euclid)

Fie f(X) = X +X +a si g(X) = X® — aX — 3. Daci polinoamele f si g au o radicina
comund, atunci trebuie ca cel mai mare divizor comun al acestor polinoame sa fie de gradul
intai, acesta reprezentand ultimul rest nenul in algoritm.Trebuie deci ca restul de grad zero
(termenul liber) sa fie zero. Impartind polinomul g la f obtinem catul X- 1 si restul
(1-2a)X+a-3. Continuam algoritmul si impartind pe f la rest, obtinem restul de grad zero si
acesta trebuie s fie zero, deci a(1-2a)? — (a-3)(4-3a) = 0. De aici se obtine ecuatia
43> —a%>— 12a + 12 =0, cu solutia unica reald a = -2. Ultimul rest nenul, pentru a = -2, devine
5X- 5 =0, cu radacina x=1, aceasta reprezentand radacina comuna celor doua ecuatii iar a=-2
este valoarea cautata.

Metoda 2. (metoda elimindrii parametrului)

Fie o radacina comuna celor doua ecuatii, deci x = o verifica ecuatiile :

a’+a+a=0sia®—aa—3=0.(1)
Ideea este de a gdsi o ecuatie pe care o verificd o, ecuatie care sa nu contina parametrul a,
ceea ce revine la eliminarea lui a intre cele doui relatii (1). Cum a = —a? — a a doua relatie
devine : 2a® + a? — 3 = 0, singura solutie reald a ecuatiei este a = 1, (rddicina comuni celor
doua ecuatii), pentru care se obtine a = -2.

Metoda 3. (metoda identificarii)

Fie a radacina comuna celor doud ecuatii, atunci au loc relatiile :

X2 +X +a = (X —o)(X —B ) si X3 — aX — 3=(X —a )(X* + mX +n) sau

X% +X +a = X2 —(a+P)X +af si X° — aX — 3= X*+ (m - )X? + (n — ma)X- na, iar de aici prin
identificarea coeficientilor polinoamelor egale se obtine sistemul :

ot+p=-1

af=a

m-o= 0

N-mo=-a

no=3, cu solutia o=m=1, n=3, p=-2, a=-2.Deci pentru a=-2 radacina comuna este x=1.

Metoda4. (relatiile lui Viete)

Fie X1, X, radacinile primei ecuatii, iar xj, X3, X4 radacinile celei de-a doua
ecuatii.Scriem relatiile lui Viete pentru cele doua ecuatii si avem :

X1+Xo=-1

X1X2=a
X1+X3+X4=0
X1X3+X1Xg+X3X4=-a



X1X3X4=3, scriem a patra relatie sub forma x;(X3z+X4) + X3X4 =-a, (1) iar a treia si ultimele sub
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formele : Xa+Xs=-X1, XaX4 =, cu acestea (1) devine —x% + —=-a,(2). Tinand seama de
1 1

) . 3 )
X1X2 = a §i Xp = -1 —Xq, (2) se rescrie —x? + — = -Xu(-1- xq) sau 2x3 + x? — 3= 0, ecuatie ce
1
are ca singura solutie reald x; = 1. Din (2) rezulta a = -2 si apoi din x1X2 = a se obtine x, = -2.
—1+iV11

A doua ecuatie are radacina x; = 1 si solutiile x34 = , deci pentru a= -2 ecuatiile au

radacina comuna x = 1.

2.5a se determine parametrii reali m si n astfel Incat ecuatia x* 3 mx? —x +n =0 sa aiba
radacina dubla x = 1 si sa se rezolve ecuatia data.

Metoda 1.
Daca x = 1 este radacina dubla a polinomului f = x* —x3- mx? —x + n, atunci acesta este
divizibil cu (x- 1), deci restul impartirii lui f la (x- 1)* este zero, adicd -2mx +n + m + 1= 0
este polinomul nul, deci coeficientii sunt zero, m = 0 si n= 1. Celelalte radacini sunt solutiile
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ecuatiei X” +x + 1 =0, adicad x34 = S

Metoda 2. (schema lui Horner)
Cerem ca x = 1 sa fie radacina dubla, deci cele doua resturi sa fie zero.

X? X3 X? X X

1 -1 -m -1 n
1 1 0 -m -1-m -m+n-1=0
1 1 1 1-m -2m=0

Obtinem m = 0 si n = 1, iar celelalte radacini sunt solutiile ecuatiei x* +x + 1 =0, adicd x34 =
-1+iV3
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Metoda 3. ( metoda identificarii)
Dacd x = 1 este radacina dubla a ecuatiei, atunci trebuie sa avem egalitatea :
x* 53- mx? —x + n = (x-1)%(x* + ax + b ). Efectuand calculele si identificand coeficientii
obtinem sistemul :

a-2=-1
b-2a + 1=-m
a-2b =-1

b=n,rezultaia=1,b=1,m=0,n=1.
Metoda 4. (utilizand derivatele)
Daca f are radacina dubla x = 1 atunci f(1)=0si f'(1) = 0, deci 1-1-m-1+n =0 si 4-3-2m-1=0
si obtinem aceleasi rezultate.
Metoda 5. (relatiile lui Viete)
Asociem ecuatiei relatiile lui Viete :
X1+Xo+X3+X= 1
X1Xo+(X1+X2) (X3+X4)+ X3Xg = -N
(X1+X2)X1X2 + X3X4(X3+X4): 1
X1X2X3X4 = 1, s1 inlocuind pe X3 =Xz = 1 Obtinem : x3+X4= -1, X3X4 = 1-m, X3X4 = 151 X3X4 = N,
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X3X4 = 1, adica ecuatia x% +x + 1 =0, deci X34 = 21 )




